Chapitre VI
Analyse du plan S<A>xB
El Methni M.

VI-1. A et B sont deux facteurs a effets fixes
VI-1-1 Généralités
On considere le plan quasi-complet S<KA>xB ou les sujets sont répartis dans des groupes définis par
les r modalités du facteur A. Chaque sujet est observé dans les différentes occasions définies par les
¢ modalités du facteur B. 1l y a n sujets par groupe. On a donc échantillonné nxr sujets et on dispose
donc de N=nxrxc observations ysg; que I’on présente sous la forme d’un tableau :

ai aj ar
Sujets| by | ... | bj | .. |be|..|bs| ... b | ..|b] .. lbs]..]|b|..|Db
Lo PYar) oo Wawi| o Yaye| - [Yagr| o |Ya@i| -+ [Yatde] - Y| o |Yiwi| - [Yie
2 Woa| o Yoyl o Vo] oo |Yo(ur| o |Yo(i| - |Yo(de o [Ya2n| o [Yoi] - |Yo(d
S | Ys@al] .o [Ys@il| oo |Ys@e| cor | Ys@2] oo | Ys@)i]| - [Yside] oo [Ysma] oo [Ysmi] -e- [Ys(ne
N 1Yn@1l .. [Yn@il - Yn@)| - AYn@1] ... IYn@il - (Ynie] .- Ynm)al .- 1Ynm)il .- Yn(r)c

VI-1-2 Modéle univarieé :
Les données peuvent étre d’une part, considérées comme les N = nxrxc observations d’une seule
variable aléatoire Y dans les N = nxrxc conditions expérimentales décrites par le croisement des
trois facteurs S emboité dans A et B. Elles peuvent d’autre part, étre regardées comme les nxr
observations d’un vecteur de ¢ variables aléatoires. Ces deux points de vue conduisent a
I’élaboration de deux modeles, le modéle mixte univarié dans le premier cas, et le modele
multivarié dans le second.
Comme pour les plans SxO et SxAxB nous allons étudier le modele mixte univarié dans lequel nous
considérons que les modalités du facteur sujet ont été obtenues par échantillonnage, le facteur sujet
est donc un facteur aléatoire. Les facteurs A et B sont des facteurs a effets fixes. Chaque donnée ys);
correspond alors a I’observation d’une variable aléatoire Ysy; et on pose le modele mixte suivant :
Ysqiyj = Mij + Ty + (TB)sj + iy

Pour chaque croisement des modalités s et j nous ne disposons que d’une seule observation,
I’interaction (wf3)sj sera confondue avec le résidu et on pose : &) =(nB)sj + es(i)j

Onadonc : Ys); = Wij + sy + €s(i)j

Ou

Les pij(i=1,2, ..., r,j=1, 2, ..., c) sont des constantes qui mesurent les effets fixes des modalités
(i,J) du croisement AxB

Lesmsg) (S=1, 2, ..., n,1=1, 2, ..., r) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (iid) de loi MO ;o2;) qui mesurent les effets aléatoires des modalités s du facteur S

Les résidus () sont des variables aleatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi
MO ;67

De plus, on suppose que les résidus e sont indépendantes des ).

Nous pouvons réécrire I’effet fixe de la modalité (i,j) sous la forme suivante :

Hij = B+ ai + [ + (af)i
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Ou:
Le parameétre 1 s’interpréte comme un niveau général de réponse commun pour I’ensemble des
observations,
Le paramétre o; = ;- 1 S’interprete comme I’effet de la modalité i du facteur A
Le parametre S = ;- W S’interprete comme I’effet de la modalité j du facteur B
Le parametre (af)ij = Mij - Hi- Mj+ | S’interprete comme I’effet d’interaction des modalités i et j.
Le modéle mixte univarié peut finalement s’écrire :
Ysij = U+ ai + B+ (aff)ij + ms) + (i
O : les Ys(; sont des variables aléatoires de loi : N (u+a; + ;0. +0°)

Une telle paramétrisation nécessite de rajouter les contraintes d’identifiabilité suivantes :

Zr“a‘ =0 iﬁi =0 Zr:(“ﬁ)ij =0 i(aﬂ)ij =0

V1-1-3 Décomposition de la variation :
On note : ¥, lamoyenne des c observations de la modalite s(i) de I’emboitement S<A>

Yoo 12 moyenne des nc observations de la modalité i de A

Yo la moyenne des nr observations de la modalité j de B

Yor; 1a moyenne des n observations de la modalité (i,j) du croisement AxB et y la moyenne
générale

On commence par décomposer la variation totale en variation inter-sujets et variation intra-sujets :
SCTobs = SCinter-sujets + SCintra-sujets

SCirer-sujer = SCSyp = CZZ(VSU)O —¥)? =N x Variance des moyennes des sujets
i s(i)

SCintra-sujet = Zzz(ys(i)j - Vs(i)o)2

is(i)
On décompose la variation inter-sujets en variation inter A et variation intra A. On obtient :
SCinter-sujets = SCSobs = SCinter at SCintraa OU :

SCinterA = SCAobs = nCZ(VO(i)O - 7)2
i-1

SCintraA = SCS(A)obS = CZZ(VSU)O - Vo(i)o)2

ios(i)
La variation intra-sujets est due aux effets du facteur B et a I’effet des autres facteurs non controlés.
L’effet du facteur B se fait a deux niveaux : effet principal et effet d’interaction avec A. On a :

SCintra—sujets = SCBobs + SC(AB)obs + SCI:\)obe‘.

Avec : SC(AB)obs = SC(AxB)obs - SC(A)obs - SC(B)obs
Conclusion : Dans le cas du plan complet S<A>xB, la variation totale se décompose de facon
additive en :

| SCTobs = SCAobs + SCS(A)QbS + SCBobs + SCABQbS + SCRobs

De méme on a la decomposition des degrés de liberté :

| N-1=ncr-1 = (r-1)+r(n-1)+(c-1)+(r-1)(c-1)+r(c-1)(n-1)

Les différentes sommes de carrées se calculent de fagon habituelles par :

SCT, = DD (Yoy; — ¥)? =Nxvariance de toutes les observations

s=1 j=1 i=1
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SCA,; = ncZ(Vo(i)O —¥)? =Nxvariance des r moyennes par modalités de A
i=1

SCS,, = cZ(Vs(i)0 —¥)? =Nxvariance des rxn moyennes des sujets
s=1

SCS(A)obs = SCSobS = SCAobs

SCB,, = an(VO(O) = y)? =Nxvariance des ¢ moyennes par modalités de B
j=1

SC(AxB),, = ”22(700)1 —¥)* =Nxvariance des rxc moyennes par croisement de A et B
i=1 j=1

SC(AB)obs = SC(AX B)obs = SCAobS = SCBobs

SCRobs = SCTobs = SCAobs = SCBobs = SC(AB)obs = SCS(A)obS

Dans le cadre du modele statistique ces sommes de carrés sont des réalisations de variables
aléatoires dont on calcule les espérances et plus généralement les distributions des probabilités.
On montre le théoreme fondamental suivant :

Théoreme : Sous les hypotheses du modele, les statistiques SCA, SCB, SCAB, SCS(A), et SCR
sont indépendantes et d’espérance respective :
E(SCA) = (r-1)(c” +co?)+ Y _nca/

E(SCS(A)) = r(n-1)(o” +co?)
E(SCB)=(c-1)(c’+02,)+ anﬂf

E(SC(AB)) = (r-1)(c-1)(c” +07,) + >_ > n(ap);

E(SCR) = r(c—)(n-1)(c? +02,)

On ramene toutes les sommes de carrés a des moyennes de carrés en divisant par les degrés de

liberté correspondants.

MCA = SCA e = SCB
r-1 c-1

SCS(A) prcap— . SCAB) i SCR

MCS(A) = = - °o=r
r(n-1) (r=(c-2) r(n-1(c-1)

Ceci nous permet de réécrire le théoreme précédent sous la forme suivante :

Théoreme : Sous les hypothéses du modéle, les statistigues MCA, MCB, MCS(A), MCAB, et
MCR sont indépendantes et d’espérances respectives :

E(MCA) =c* +co? +ﬁZnCaf
E(MCB)=0"+07, +i12nrﬁf
=17

2 2 1 2
E(MC(AB)) =c? + 07, +mzi:zj:n(aﬂ)ij

E(MC(S(A))) =c° +ca?
E(MCR)=0"+07,
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Ceci nous permet de tester I’existence des différents effets des facteurs. On peut construire des tests
indépendants sur chacune des sources de variations :

Test1:
hypothése nulle

I’hypothése alternative :

Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a; = 0 contre
Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) o; = 0

Theoréme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, =

r(n - 1) degrés de liberté.

MCA
MCS(A)

suit une loi de Fischer ar - 1 et

Le testl est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Faobs > Ao alors on rejette I’hypothése nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fa > A,).

Test2:
hypothése nulle

I’hypothese alternative :

Hog : pas d’effet principal du facteur B «<(Vj) B; = 0 contre

Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B # 0

Théoréme :

r(n-1)(c-1) degres de liberte.

.. MCB
sous I’hypothése Hgg, la statistigue F, = ———
yp 0B q B MCR

suit une loi de Fischer a ¢ - 1 et

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :
Si Fgops > Ao alors on rejette I’hypothéese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fg > A,).

Test3:
hypothése nulle

I’hypothése alternative :

Hoag : pas d’effet d’interaction <(Vi,j) (ap)ij= 0 contre

Hiag : il existe une interaction <(3i,j) (af)ij=0

Theoréme : sous I’hypothese Hoag, la statistique F,; =

(r-1)(c-1) et r(n-1)(c-1) degrés de liberté.

MC(AB)
MCR

suit une loi de Fischer a

Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :

Si Fagobs = Ao alors on rejette I’hypothése nulle

ou A, est donne par I’équation : o = P(Fag = Aq).

On présente I’étude dans le tableau d’analyse de la variance :

Source SCops dal MCobs Fobs
Intra-S :
A SCA s r-1 MCA s FA obs
S(A)|  SCS(A)obs r(n-1) MCS(A)obs
Inter-S :
B SCBops c-1 MCBps Fg obs
AB SC(AB)obs (r - l)(C - 1) MC(AB)ObS FAB obs
R SCRbs r(c-1)(n-1) MCRps
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Total | SCTa | N-1 | | I

VI-1-5 Condition de validation :
Le fait de mesurer plusieurs fois la variable réponse sur le méme sujet introduit des corrélations
entre les observations faites sur ce méme sujet. Dans le cas du modéle mixte univarié on montre

0 sis(i)=s'(i")
cov(Yy); Yo ) =107 Sij# ]
que : cl+o’ sij=j'
2
(o2
cor(Yiyir Yo i) =——2—
( s(i)] ()J) O_j_'_o_z

Dans le cas du modele multivarié on considére que les données sont les réalisations de n vecteurs
aléatoires de dimension rc. Ys=(Ysgz1, Ysi2: ---, Ysi)c) indépendants et de méme loi normale
caractérisés par: E(Ys(i)j):llij Var(Ys(i)j)zcszi,- COV(YS(i)j , Ys(i)j’) = COV(pjj°

Le modéle mixte univarié est donc un cas particulier du modele multivarié correspondant aux
hypothéses de circularité et d’homogénéité des matrices des variances-covariances X, (i =1, 2, ...,
de la forme :

2 2 2 2 2
o, +0 o, o, o,
2 2 2 2 2
o, o.+0" - o, o,
Y = '
! 2 2 2 2 2
(o o, o, +to" - o,
2 2 2 2 2
| O, o, o, 0,10 |
De méme on peut considérer la matrice des corrélations p :
B 2 2 2]
1 O-IZ O-IZ O-IZ
o’ +o’ o’ +o’ o’ +o’
2 2 2
Gﬂ' 1 . O-IZ . O-ll'
o’ +o’ o’ +o’ o’ +o’
p = 2 2 2
O-ﬂ' O-IZ 1 O-ﬂ
oc’+o’ o’+o’ ol +o?
2 2 2
Gﬂ' O-IZ' O-ll' 1
| ol+0® ol+o’ o’ +o’ |
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V-1-6 Exemple :
Dans une expérience les sujets doivent

estimer la longueur d’une barre métallique. - G1 G2
Les barres présentées ont trois longueurs Suet| L1 fL2 ) L3 ] L1IfJL2]L3
différentes. On forme deux groupes de 4 1 {10 11 |9 3 6 3
sujets distincts, dans chaque groupe on 2 |18 20 17 16 20 14
présente a chaque sujet trois barres de 3 |6 8 8 5 6 3
longueurs différentes ... 4 14 9 9 10 10 6
Pratique des calculs :
G1 G2
Sujet L1 L2 L3 L1 L2 L3
1 |10 11 9 Vi =10 3 6 3 Vi =4
2 |18 20 17 Voo =18,33 | 16 20 14 V(290 = 16,67
3 |6 8 8 Voo =7.33 |5 6 3 Va0 = 4,67
4 |4 9 9 Vowo =733 |10 10 6 Va2 =8,67
70(1)1 =9,5 70(1)2 =12 70(1)3 =10,75 70(2)1 =85 70(2)2 =10,5 70(2)3 =6,5
70(1)0 =10,75 70(2)0 =85
70(0)1 =9
Yooz =11,25
70(0)3 =8,625 ¥y =9,625
Pratique des calculs : autre méthode
A B I—l L2 L3 moyennes A S 1 2 3 4
G, 9,50 | 12,00 | 10,75 | 10,75 G, 10,00 | 1833 | 7,33 | 7,33
G, 8,50 | 10,50 | 6,50 8,50 G, 4,00 | 16,67 | 4,67 | 8,67
MOYENNES 900 | 11,25 | 8,625 | 9,625
SCT=645,625 SCS=579,853 SCA=30,375 SCB=32,25
SC(AxB)=74,875 SC(AB)=12,25 SCS(A)=549,478  SCR=21,272
Tableau d’analyse de la variance :
SOUI’CE SCobs ddl MCobg Fobs
Intra-S :
A | SCAs=30,375 r-1=1 MCAs=30,375 Fa 0bs=0,331 6"
S(A) [ SCS(A)ops=549,478 |r(n-1)=6 MC(AS)s=91,579
Inter-S :
B | SCByps=32,25 c-1=2 MCBgps=16,125 Fg 0bs=9,099
AB | SC(AB)os=12,25 (r-1)(c-1)=2 MC(AB)bs=6,125 | Fag ops=3,4565
Total SCT,ps=645,625 N - 1=23
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Test de I’existence des différents effets :

Test 1 : Effet principal du facteur A
hypothése nulle Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a; = 0 contre
I’hypothese alternative : Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) o = 0

Théoréme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, __MCA_ suit une loi de Fischer ar - 1 et
MCS(A)

r(n - 1) degrés de liberté.

Le testl est alors défini au seuil de signification a=5% par la regle de décision suivante :

Si Faobs = Ao=10,1 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fa > A,).
Or Faobs =0,331<1 Dans ce cas particulier on considere 1/ Fa ops = 1/0,331=3,015 et la
comparaison se fait par rapport a la valeur lue dans la table de Fisher en inversant les degrés de
liberté. 3,015 < A’,=234 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet principal du facteur A

Test 2 : Effet principal du facteur B
hypothése nulle Hog : pas d’effet principal du facteur B <(Vj) Bj = 0 contre
I”’hypothése alternative : Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B; # 0

Theoréme : sous I’hypothése Hog, la statistique F; :% suit une loi de Fischer a c - 1 et

r(n-1)(c-1) degrés de liberté.

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fgobs > A =3,89 alors on rejette I’hypothese nulle

ou A, est donné par I’équation : o = P(Fg > A,).

Or Fgobs =9,099 > 2,=3,89 on en conclue qu’il y a un effet principal du facteur B

Test 3 : Test de I’effet d’interaction des facteurs A et B

hypothese nulle Hoag : pas d’effet d’interaction <>(Vi,j) (af);;= O contre
I’hypothese alternative : Hiag : il existe une interaction <>(3i,j) (ap)ij= 0
MC(AB)

Théoréme : sous I’hypothése Hoag, la statistique F,; = suit une loi de Fischer a

(r-1)(c-1) et r(n-1)(c-1) degrés de liberté.

Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fagobs > A =3,89 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fag > Aq).
Or Fagobs =3,4565 < A,=3,89 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet d’interaction des facteurs A et B
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Condition de validation du modele :
Calculons la matrice de variances covariances empirique (et aussi la matrice des corrélations) pour
examiner la condition de validité du modele mixte univarié.

Matrice des variances-covariances

Groupe 1 (A=G,) Groupe 2 (A=G,)
L L L L L L
L, |28,752 L, |22,500
L, |24,500 22,502 L, |27,750 32,750
L, (17,875 17,000 13,188 L, [21,750 25,750 20,250

On considere la matrice des variances-covariances « moyenne »
L L oL
L, |27,000
L, |26,125 27,625
L, [19,813 21,375 16,719
et la matrice des corrélations associée :
L L L
L, 1
L, 0,957 1
L, 0,933 0,995 1

La validité du modéle mixte univarié est considérée comme acquise.El Methni M.,

VI-1. A et B sont deux facteurs a effets fixes

VI-1-1 Généralités

On considere le plan quasi-complet S<A>xB ou les sujets sont répartis dans des groupes définis par

les r modalités du facteur A. Chaque sujet est observé dans les différentes occasions définies par les
¢ modalités du facteur B. 1l y a n sujets par groupe. On a donc échantillonné nxr sujets et on dispose
donc de N=nxrxc observations ys; que I’on presente sous la forme d’un tableau :

ai a; ay
Sujets| by | ... | by | . be] .o br | b bbb .| b
1 yl(l)l yl(l),- yl(l)c yl(i)l yl(i),- yl(i)c yl(m yl(r),- yl(r)c
2 Yoy .o |Yo)i| oo Yoye oo |Yoa| - [Yo@il| .- |Yote] - Vo] ..o Yol .e- |Yo(re
S I¥Ys@a| - |Ys@il| «- [Ysye] ceo | Ys@a| oo | Ys@i| o [Ystde] e [Ys1] -ee [Ys@i] e-- |Ys(ne
N 1Yn@il .o Yn@ijl - Yn@e| - [Yn@1] - 1Yn@il - YnG)e] - [Yn®1l - 1Ynm)jl - Yn(r)c
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VI-1-2 Modéle univarié :
Les donnees peuvent étre d’une part, considérées comme les N = nxrxc observations d’une seule
variable aléatoire Y dans les N = nxrxc conditions expérimentales décrites par le croisement des
trois facteurs S emboité dans A et B. Elles peuvent d’autre part, étre regardées comme les nxr
observations d’un vecteur de ¢ variables aléatoires. Ces deux points de vue conduisent a
I’élaboration de deux modeles, le modéle mixte univarié dans le premier cas, et le modele
multivarié dans le second.
Comme pour les plans SxO et SxAxB nous allons étudier le modele mixte univarié dans lequel nous
considérons que les modalités du facteur sujet ont été obtenues par échantillonnage, le facteur sujet
est donc un facteur aléatoire. Les facteurs A et B sont des facteurs a effets fixes. Chaque donnée ys;
correspond alors & I’observation d’une variable aléatoire Y); et on pose le modele mixte suivant :
Ysij = Mij + sy + (TB)sj + s

Pour chaque croisement des modalités s et j nous ne disposons que d’une seule observation,
I’interaction (wf)s; sera confondue avec le résidu et on pose : &) =(nB)sj + €s(ji

Onadonc: Ys(i)j = Hij + Ty + Eg(i)j

Ou
Les (i =1,2, ..., r,j=1,2, ..., c) sont des constantes qui mesurent les effets fixes des modalités
(i,j) du croisement AxB
Lessi) (5=1,2, ..., n,i=1,2, ..., r) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (iid) de loi MO ;0%;) qui mesurent les effets aléatoires des modalités s du facteur S
Les résidus () sont des variables aleatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi
MO ;0%
De plus, on suppose que les résidus ey sont indépendantes des ).
Nous pouvons réécrire I’effet fixe de la modalité (i,j) sous la forme suivante :
Hij =W+ o+ G+ (af)j

Ou:
Le parameétre L s’interpréte comme un niveau général de réponse commun pour I’ensemble des
observations,
Le paramétre o; = ;- 1 S’interprete comme I’effet de la modalité i du facteur A
Le parametre S = ;- W S’interprete comme I’effet de la modalité j du facteur B
Le parametre (af)ij = Mij - Hi- Mj + | S’interprete comme I’effet d’interaction des modalités i et j.
Le modéle mixte univarié peut finalement s’écrire :

Yspj = U+ ai + B+ (aff)ij + ms) + (i
O : les Ys(; sont des variables aléatoires de loi : N (u+a; + ;0. +0°)

Une telle paramétrisation nécessite de rajouter les contraintes d’identifiabilité suivantes :

-Zr:ai =0 ZC“’B' =0 Zr:(aﬂ)ij =0 i(aﬂ)ij =0

V1-1-3 Décomposition de la variation :
Onnote : Y, 1a moyenne des c observations de la modalité s(i) de I’emboitement S<A>

Yociyo la moyenne des nc observations de la modalité i de A

Yoy; 12 moyenne des nr observations de la modalité j de B

Yoi; 1a moyenne des n observations de la modalité (i.j) du croisement AxB et y la moyenne
générale
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On commence par décomposer la variation totale en variation inter-sujets et variation intra-sujets :
SCTobs = SCinter-sujets + SCintra-sujets

SCrersuier = SCSas =€ D (Vo — ¥)° = N x Variance des moyennes des sujets
i s()
- 2
SCintra—sujet = Zzz(ys(i)j - ys(i)O)
i s()
On décompose la variation inter-sujets en variation inter A et variation intra A. On obtient :
SCinter-sujets = SCSobs = SCinter At SCintraa ou :

SCinterA = SCAobs = ncz(you)o - 7)2
i=1

SC:intraA = SCS(A)obs = CZZ(VSU)O - VO(i)O)2

i s(i)
La variation intra-sujets est due aux effets du facteur B et a I’effet des autres facteurs non contrdlés.
L’effet du facteur B se fait & deux niveaux : effet principal et effet d’interaction avec A. Ona:

SCintra—sujets = SCBobs + SC(AB)obs + SCRops

Avec : SC(AB)ops = SC(AxB)obs - SC(A)obs - SC(B)obs
Conclusion : Dans le cas du plan complet S<A>xB, la variation totale se décompose de fagon
additive en :

| SCTobs = SCAobs + SCS(A)obs + SCBObS + SCABobs + SCRobs

De méme on a la décomposition des degrés de liberté :

| N-1=ncr-1 = (r-1)+r(n-1)+(c-1)+(r-1)(c-1)+r(c-1)(n-1)

Les différentes sommes de carrées se calculent de fagon habituelles par :

SCT, = DD > (Yoy; — ¥)? =Nxvariance de toutes les observations

s=1 j=1 i=1

SCA,; = ncZ(Vo(i)O —¥)? =Nxvariance des r moyennes par modalités de A
i=1

SCS,, = CZ(VS“)0 —¥)? =Nxvariance des rxn moyennes des sujets
s=1

SCS(A)obs = SCSobS = SCAobs

SCB,, = an(VO(O) = y)? =Nxvariance des ¢ moyennes par modalités de B
j=1

SC(AxB),, = nZZ(Vo(i)j —¥)* =Nxvariance des rxc moyennes par croisement de A et B
i=1 j=1

SC(AB)obs = SC(AX B)obs = SCAobS = SCBobs

SCRobs = SCTobs = SCAobs = SCBobs = SC(AB)obs = SCS(A)obS

Dans le cadre du modele statistique ces sommes de carrés sont des réalisations de variables
aléatoires dont on calcule les espérances et plus généralement les distributions des probabilités.
On montre le théoreme fondamental suivant :

Théoreme : Sous les hypotheses du modele, les statistiques SCA, SCB, SCAB, SCS(A), et SCR
sont indépendantes et d’espérance respective :
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E(SCA) = (r-1)(c* +co?) + Z nce?

E(SCS(A)) = r(n-1)(o” +co?)
E(SCB)=(c-1)(c*+02,) +anﬂf

E(SC(AB)) = (r-1)(c-1)(c” +07,) + >_ > n(ap);

E(SCR) = r(c—)(n-1)(c? +02,)

On ramene toutes les sommes de carrés a des moyennes de carrés en divisant par les degrés de
liberté correspondants.

McA =2 M= SCB mesa) = SEW) yicag = SCB) - ycg - SCR

-1 c-1 r(n—1) C(r=1)(c-1) T r(n-1)(c-1)

Ceci nous permet de réécrire le théoreme précédent sous la forme suivante :

Théoreme : Sous les hypothéses du modeéle, les statistigues MCA, MCB, MCS(A), MCAB, et
MCR sont indépendantes et d’espérances respectives :

E(MCA) =c* +co? +ﬁZnCaf
E(MCB)=0"+07, +i2nrﬁf

E(MC(AB)) = 6% + 02, + = 1)(C 1)22 (ap);

E(MC(S(A))) = o’ +co?
E(MCR) =0+ O';”

Ceci nous permet de tester I’existence des différents effets des facteurs. On peut construire des tests
indépendants sur chacune des sources de variations :

Test1:
hypothese nulle Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a; =0 contre
I’hypothese alternative : Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) ai # 0
s , \ . MCA . . . .
Théoreme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, =————— suit une loi de Fischerar - 1 et
MCS(A)

r(n - 1) degrés de liberté.

Le testl est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :
Si Faobs = Ao alors on rejette I’hypothése nulle
ou A, est donne par I’équation : o = P(Fa > Ay).

Test2:
hypothése nulle Hog : pas d’effet principal du facteur B <(Vj) B;j = 0 contre
I”’hypothése alternative : Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B; # 0
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Théoreme : sous I’hypothése Hog, la statistique F; :nl\j—((;z suit une loi de Fischer a c - 1 et

r(n-1)(c-1) degres de liberte.

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :
Si Fgops > Ao alors on rejette I’hypothéese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fg > A,).

Test3:
hypothése nulle Hoag : pas d’effet d’interaction <(Vi,j) (ap)ij= 0 contre
I’hypothese alternative : Hiag : il existe une interaction <(3i,j) (ap)ij=0

w suit une loi de Fischer a
MCR

Theoréme : sous I’hypothese Hoag, la statistique F,; =

(r-1)(c-1) et r(n-1)(c-1) degrés de liberteé.

Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :
Si Fagobs = Ao alors on rejette I’hypothése nulle

ou A, est donne par I’équation : o = P(Fag = Aq).

On présente I’étude dans le tableau d’analyse de la variance :

Source SCobs ddl MCops Fobs
Intra-S :
A SCAobs r-1 MCAObS I:A obs
S(A)|  SCS(A)obs r(n-1) MCS(A)obs
Inter-S .
B SCBobs c-1 IVlCBobs I:B obs
AB SC(AB)ObS (r - l)(C - 1) MC(AB)ObS FaB obs
R SCRbs r(c-1)(n-1) MCRps
Total SCTobs N-1

VI-1-5 Condition de validation :
Le fait de mesurer plusieurs fois la variable réponse sur le méme sujet introduit des corrélations
entre les observations faites sur ce méme sujet. Dans le cas du modéle mixte univarié on montre

0 sis(i)=s'(i)
cov(Yyy i Yoqiyi) =402 Sij=j’
que : cl+o’ sij=j
2
Gﬂ'
Cor (Yo Yo ) = ol+o’

Dans le cas du modele multivarié on considére que les données sont les réalisations de n vecteurs
aléatoires de dimension rc. Ys=(Ysgy, Ysi2, ---, Ysi)c) indépendants et de méme loi normale
caractérisés par : E(Ys();)=wij Var(Yspy)=c7 coV(Ysqy , Ysiir) = COV(pjy

Le modeéle mixte univarié est donc un cas particulier du modele multivarié correspondant aux
hypotheses de circularité et d’homogénéité des matrices des variances-covariances ¥, (i =1, 2, ..., )
de la forme :
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M 2 2 2 2 2 ]
o, to o, o, o,
2 2 2 2 2
o, to o, o,
X = '
i 2 2 2
(o o, to o,
2 2 2
o, (o c,+0" |
De méme on peut considérer la matrice des corrélations p :
B 2 2 2 7]
()-7[ ()-7[ ()-7[
o’ +o’ o’ +o’ o’ +o’
2 2 2
T 1 0-7[ 0-7[
o’ +o? o’ +o’ o’ +o’
p =
o . o?
cl+o’ ol+o’ o’ +o’
2 2 2
s O-ﬂ O-ﬂ 1
| ol+0” ol+o? ol +o? |
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V-1-6 Exemple :
Dans une expérience les sujets doivent

estimer la longueur d’une barre métallique. - G1 G2
Les barres présentées ont trois longueurs Suet| L1 fL2 ) L3 ] L1IfJL2]L3
différentes. On forme deux groupes de 4 1 {10 11 |9 3 6 3
sujets distincts, dans chaque groupe on 2 |18 20 17 16 20 14
présente a chaque sujet trois barres de 3 |6 8 8 5 6 3
longueurs différentes ... 4 14 9 9 10 10 6
Pratique des calculs :
G1 G2
Sujet L1 L2 L3 L1 L2 L3
1 |10 11 9 Vi =10 3 6 3 Vi =4
2 |18 20 17 Voo =18,33 | 16 20 14 V(290 = 16,67
3 |6 8 8 Voo =7.33 |5 6 3 Va0 = 4,67
4 |4 9 9 Vowo =733 |10 10 6 Vazpo =8,67
70(1)1 =9,5 70(1)2 =12 70(1)3 =10,75 70(2)1 =85 70(2)2 =10,5 70(2)3 =6,5
70(1)0 =10,75 70(2)0 =85
70(0)1 =9
Yooz =11,25
70(0)3 =8,625 ¥y =9,625
Pratique des calculs : autre méthode
A B I—l L2 L3 moyennes A S 1 2 3 4
G, 9,50 | 12,00 | 10,75 | 10,75 G, 10,00 | 1833 | 7,33 | 7,33
G, 8,50 | 10,50 | 6,50 8,50 G, 4,00 | 16,67 | 4,67 | 8,67
MOYENNES 900 | 11,25 | 8,625 | 9,625
SCT=645,625 SCS=579,853 SCA=30,375 SCB=32,25
SC(AxB)=74,875 SC(AB)=12,25 SCS(A)=549,478  SCR=21,272
Tableau d’analyse de la variance :
SOUI’CE SCobs ddl MCobg Fobs
Intra-S :
A | SCAs=30,375 r-1=1 MCAs=30,375 Fa 0bs=0,331 6"
S(A) [ SCS(A)ops=549,478 |r(n-1)=6 MC(AS)s=91,579
Inter-S :
B | SCByps=32,25 c-1=2 MCBgps=16,125 Fg 0bs=9,099
AB | SC(AB)os=12,25 (r-1)(c-1)=2 MC(AB)bs=6,125 | Fag ops=3,4565
Total SCT,ps=645,625 N - 1=23
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Test de I’existence des différents effets :

Test 1 : Effet principal du facteur A
hypothése nulle Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a; = 0 contre
I’hypothese alternative : Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) o = 0

Théoréme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, __MCA_ suit une loi de Fischer ar - 1 et
MCS(A)

r(n - 1) degrés de liberté.

Le testl est alors défini au seuil de signification a=5% par la regle de décision suivante :

Si Faobs = Ao=10,1 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fa > A,).
Or Faobs =0,331<1 Dans ce cas particulier on considere 1/ Fa ops = 1/0,331=3,015 et la
comparaison se fait par rapport a la valeur lue dans la table de Fisher en inversant les degrés de
liberté. 3,015 < A’,=234 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet principal du facteur A

Test 2 : Effet principal du facteur B
hypothése nulle Hog : pas d’effet principal du facteur B <(Vj) Bj = 0 contre
I”’hypothése alternative : Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B; # 0

Theoréme : sous I’hypothése Hog, la statistique F; :% suit une loi de Fischer a c - 1 et

r(n-1)(c-1) degrés de liberté.

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fgobs > A =3,89 alors on rejette I’hypothese nulle

ou A, est donné par I’équation : o = P(Fg > A,).

Or Fgobs =9,099 > 2,=3,89 on en conclue qu’il y a un effet principal du facteur B

Test 3 : Test de I’effet d’interaction des facteurs A et B

hypothese nulle Hoag : pas d’effet d’interaction <>(Vi,j) (af);;= O contre
I’hypothese alternative : Hiag : il existe une interaction <>(3i,j) (ap)ij= 0
MC(AB)

Théoréme : sous I’hypothése Hoag, la statistique F,; = suit une loi de Fischer a

(r-1)(c-1) et r(n-1)(c-1) degrés de liberté.

Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fagobs > A =3,89 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fag > Aq).
Or Fagobs =3,4565 < A,=3,89 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet d’interaction des facteurs A et B
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Condition de validation du modele :
Calculons la matrice de variances covariances empirique (et aussi la matrice des corrélations) pour
examiner la condition de validité du modele mixte univarié.

Matrice des variances-covariances

Groupe 1 (A=G,) Groupe 2 (A=G,)

L L L L L L
L, |28,752 L, |22,500
L, |24,500 22,502 L, |27,750 32,750
L, (17,875 17,000 13,188 L, [21,750 25,750 20,250

On considere la matrice des variances-covariances « moyenne »
L L oL
L, |27,000

L, 26,125 27,625
L, 19,813 21,375 16,719
et la matrice des corrélations associée :

L L L
L 1
L, 0,957 1
L, |0,933 0,995 1

La validité du modeéle mixte univarié est considérée comme acquise.
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