Travaux, Dirigés N°8
Espaces et sous-espaces vectoriels

EL METHNI M.

EXERCICE | :
Soit R? = {u=(xy)tgx € R ety e R} muni de I’addition habituelle des couples. On y définit la
multiplication par un scalaire de la maniére suivante :

Vi eR Yu=(xy) € R® AU = A(x,y) = (Ax,0)

Quelle est I’axiome de la structure d’espace vectoriel qui n’est pas vérifié? Que peut-on en
conclure?

EXERCICE Il :
Soit x et a deux vecteurs d’un R-ev E. On considere I’équation d’inconnue X et de parametre a :
4(x-2a)-05(2x+a)=15(x+a)
1) Résoudre cette equation en détaillant toutes les étapes et citant a chaque étape I’axiome (de la
définition d’un espace vectoriel) utilisé.
2) En comparant aux calculs usuels dans R ou dans C, quelle est I’opération « interdite » ? (non
définie).

EXERCICE Il :

X 2
SoitE = { yj tqg (x,y) e RZ} Montrer que E est un R-espace vectoriel
y X

EXERCICE IV :
On considére I'espace vectoriel R® et les sous-ensembles suivants :
a)E ={V€R3 tqgv =(x,0,0) XER} b) F ={V€R3 tqv=(x11) XER}

0)G={veR’tqv=(x,y,2) avec x+z=y} d) H={veR®tqv=(x,y,2) avec x=2y}

1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R®?

EXERCICE V :
1) On consideére les sous-ensembles suivants de I’espace vectoriel R2
A={u=(x,y)eR2 tq x>y} B={u=(x,y)eR?tq x-y=1}
C={u=(x,y)eR? tq x?=y} D={u=(x,y)eR? tq x-y=0}

Représenter graphiquement ces sous-ensembles et indiquer les sous-espaces vectoriels de R2.
2) Donner un sous-ensemble de I’espace vectoriel R2 stable pour I’addition et pour I’opposé et qui
ne soit pas un sous-espace vectoriel de R2.

EXERCICE VI :
Soit R3[X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré < 3. On considére les sous-ensembles
suivants

a) E={p(x) eR,[X] tq p(x) =3, +ax+a,x* +ax’ avec a, =1}
b) E:{p(x)eRa[X] tq p(x)=a, +ax+a,x*+a,x’ avec a0+a1+a2+a3:0}
¢) E={p(x)eR,[X] tq p(x)=a,+ax+a,x’+a,x’ avec (a,a;a,;a,)eZ’|

1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R3[X]?
EXERCICE VII : (D’aprés examen)

soit 1=+ et gt} et E={M,, =xI+yJ tq (x,y)eR?|
“lo 1 “lo 1 T Wy TXEEI AT E

Montrer que E est un R-ev pour les opérations habituelles.
EXERCICE VIII :
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1) Le vecteur u=(3,10,-7,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R* engendré par les deux
vecteurs : x=(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)?
2) Déterminer A et u de facon que le vecteur (A,u,-25,-1) appartienne au sous-espace vectoriel de
R4 engendré par x =(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)

EXERCICE IX:
1) Donner deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E dont I’'union n’est pas un
sous-espace vectoriel de E.
2) Montrer que I’'union de deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si AcB ou BcA.
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