Travaux, Dirigés N°1
Yomme & I[1roduit

EL METHNI M.

Soit I un ensemble fini et x une application de | dans R ou C qui a chaque élément i de | fait
correspondre un réel (ou un complexe) x;. | est appelé famille d’indices, x variable indicée ou
indexée par i et i est I’indice. De fagcon générale les éléments de | sont des entiers naturels
successifs 1={1, 2, 3, ..., n}ou I={5, 6, 7, ..., n} ou encore I={p, p+1, p+2, ..., n}. Dans toute la
suite on prendra 1={1, 2, 3, ..., n}, J={1, 2, 3, ..., p} et (Xi)ie1 (OU (Xi)1<i<n) €t (Yj)jes (OU (Yj)1<j<p)
sont deux familles de nombres réels (ou complexes). A et u sont deux réels (ou complexes) fixes.

Définition : On définit o, = in = > X =D_% par: 6o=0 et ox:1=Ci+Xc1 pour ke[[0 n-1]].

i=1 1<i<n iel

De méme on définit 7z, = H x, =[x =11 par: m=1 et mu1=moxxX1 pour ke[[0 n-1]].

i=1 1<i<n iel
Partie | :
1) Justifier que :
i=n k=n p=n
a) on=X1+Xo+... +Xq b) o, =D X => X=X,
i=1 k=1 p=1

p=11

i=5 k=n
2) Calculer : > x pourx, =i » X pourx, =3 > X, pourX, = p’
i=1 k=1 p=3

3) Justifier que : Iixi = I:il X,y = EXH = ni X,
i=1 i=0 i=2 i=0
4) A-t-on lin:xi Yy, = 3 X n y; ? A-t-on ii: i=n1 ?
i1 i1 il izl X X

5) Justifier que :

1=n

a) i(xi+yi)=ixi+iiyi b) i;txi ~ 43 'x

i=1
6) Sachant que : in =X et Zyi =Y calculer
i=1 i=1

S00-4) 3% 43y) (A -2+ uly, + 1)

7) Compléter : a) ii(x”*iyi) =x"+y"+ Z?:? b) ii":(xnfiyi) _ z X'y’ + Z?
i=0 P o = >

1 i=n . i=n j=n X.
8) On pose : —in =m (comment désigne-t-on ce nombre ?) Calculer Z{xi - —J}
n ='n

i=1 i=1 j

Connaissiez-vous cette propriété ? Enoncez la en une phrase simple.
9) On considére une « liste double » (; ; pi) 1<i<k OU X; sont les notes obtenues par un étudiant a la
o - . s 1
matiére i et y; sont les coefficients de cette matiere i. On pose : Z p=Petm= EZ P X;
i=1 i=1
i=k
Que vaut Z p,(x, —m) ? Connaissiez-vous cette propriété ? Enoncez la en une phrase simple.
i=1
1 i=k
10) On pose : o° = EZ p.(x, —m)*> comment désigne-t-on ce nombre ? Montrer que
i=1
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1 . (s
o’ = Ez p,x> —m? Connaissiez-vous ce théoréme ?
i=1

11) On considere une « liste double » (X ; Vi) 1<i<k OU X; sont les notes obtenues par un étudiant X a
la matiére i et y. sont les notes obtenues par un étudiant Y a la méme matiere i. On pose :

%in = —Zy, m, et cov(X,Y) == Z(x m,)(y, —m,) comment désigne-t-on ce
i=1

i=1

nombre ? Montrer que cov(X,Y) = —in y, —m,m,Connaissiez-vous ce théoréme ?
i=1
Partie Il :
1) Justifier que :

i=n k=n p=n
a) Tn=X1XXaX. .. XXn. b) 7, :HXi =ka :HXp

p=1
p=11

2) Calculer : Hx pour x; = i ka pour X, =3 pr pour x,, = p’

3) Justifier que : H X, = Iﬁl X, = ﬁ = ﬁ X, .
i=1 i=0 i=2 i=0
4) A-t-on :
i=n i=n i=n i=n 1 l
a)HXiyi:HXiHyi ? b) H_: ion ?
i-1 i21 -l i1 X H X

i=1

C) ﬁ(xi +Yi):1I___n[Xi +ﬁYi d) ﬁ(xi)p :[ﬁxij

5) Compléter :

o []2 :%ﬁxi b) ﬁ(xi ‘X)ﬁ(—xi - x) =?ﬁ(?_?)

i=2n i=n i=n
6) Montrer que : [ [i=]](2i-1)] J2i Ecrire cette égalité en termes de factoriel.
i=1 i=1 i=1

Partie 111 :

Soient 1I={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices on note (Xi)ici jes (OU (Xij)1<i<n 1<j<p)
une variable indexée conjointement par | et J. On représente les xjj par un « tableau » a n lignes
(indexées par 1) et a p colonnes (indexées par J).

1) Dresser le tableau X=(Xij)ic1 jes dans les cas suivants:

a) I={1, 2, 3} et I={1, 2, 3, 4} et X;=2i-j b) 1={1, 2, 3} = J et xy=1/(i+j-1)

o asii=j
1sii=
c) 1={1,2,34}=Jet x; = { 0 Sinonj b)1={1,2,3,4} =Jet x; =<bsii> j
c sinon

2) Soit X=(Xjj)ic jes un tableau « carré » 1=J={1, 2,...,n}. Matérialiser sur ce tableau les éléments

suivants : xjiiel ; Xgjjed; Xii>j; Xnissiiel; Zx“ D Xis 1_[x2J l_IxnI+1I

iel
i=n,j=p
3) Quelle signification donneriez-vous a X; ?

4) A-t-on Z(gxii}é(ix”j ? e

i=1
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5) Dans le cas ou 1=J caractériser (sur le tableau) z X;

I<i<j<n

6) Soient 1={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considere deux tableaux
X=(Xij)ic1 jes €t Y=(Yij)ic1 jes .La somme de X et Y est un tableau Z=X®Y=(z;j)ici jes OU Viel et VjeJ
Zij=Xij+Yij.

a) Montrer que : X®Y=Y®X (I’addition est commutative)

b) Montrer que : X®(Y®Z)=(X®Y)DZ (I’addition est associative)

c) Existe-t-il un tableau T tel que : X&T=T@®X=X ? (existence d’un élément neutre). Quelle
notation suggériez-vous pour T ?

d) Existe-t-il un tableau U tel que : X®&U=U®X=T ? (existence d’un opposé) (T étant le tableau
de la question précédente). Quelle notation suggériez-vous pour U ?
7) Soient 1={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considére deux tableaux
X=(Xi)ict jes €t Y=(Yi)ict jes . Le transposé de X est un tableau Z="X=(z;)ii jcj OU Viel et Vjel
Zij=Xji.

a) Montrer que : (X®Y)="X®'Y

b) On suppose n=p. Que peut-on dire de X si ‘X=X ? Que peut-on dire de X si 'X=-X ? (-X au
sens de 6-d)
8) Soient I={1, 2, ..., n}=J. On considere deux tableaux « carrés » X=(Xij)ici je1 €t Y=(Yij)ie je .La

trace de X est le nombre tr(X) = an

i=1
a) Montrer que : tr(Xe@Y)=trX+trY
b) Montrer que : tr("X)=tr(X)

Partie IV :
Soient 1I={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considere le tableau donnant

les notes (Xij)iec1 jes de I’étudiant i a la matieére j.

p
1) Que représente 1in ; Tofixé?
piI

2) Que représente %injo jofixé ?
i=1

3) Donner trois formules permettant de calculer la moyenne de toutes les notes.
4) On considere la liste (cj)j<; 0U chaque cj est le coefficient de la matiére j.
a) Donner une formule permettant de calculer la moyenne pondérée de I’étudiant io.
b) Présenter les résultats sous la forme : (notes)(coefficients)=(moyennes des étudiants)

X, : X, \( Gy m,
X; C; |=|m,
Xy : Xp | C, m,

c) En déduire la moyenne pondérée de tous les étudiants.
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