Chapitre V
Analyse du plan SxAxB
El Methni M.

V-1. A et B sont deux facteurs a effets fixes

V-1-1 Généralités

On considere le plan complet SxAxB défini par le croisement de trois facteurs S, A et B.

S est le facteur sujet (aléatoire) a n modalités. A et B sont deux facteurs a effets fixes, A posséde r

modalités et B ¢ modalités. Chacun des n sujets est observé dans chacun des rxc croisements des
modalités de A et B.

On dispose donc de N=nxrxc observations ysjj que I’on présente sous la forme d’un tableau :

ai aj ar
Sujets| by | ... [ bj | ... |be| .. br | .. b | .. be] ... bi]..]b|..]|DBb
1 0yaa| oo [ Vagg| e [ Yare] oo | Yain | oo [ Vaii | e | Yaie | o | Yarn| oo | Yari| oo | Yare
2 |yau| oo [Youy| oo [Yorcd e [ Voir | oo | Yaii | e | Yoic ) oo LYort | e | Yori | oo |Yorc
S Ysaa| oo [ Ysi | oee [ Ysic| oo | Ysit | eee | Vsij | eee | Vsic | oo | Vst oo | Vs | o-er | Ysrc
n Yni1| «oo [ Yn1j| oo [ Ynic] oo I Yniz | oo | Ynig | oo [ Ynic] oo I Ynra | oo | Yorg | - | Yore

V-1-2 Modéle univarié :
Les données peuvent étre d’une part, considérées comme les N = nxrxc observations d’une seule
variable aléatoire Y dans les N = nxrxc conditions expérimentales décrites par le croisement des
trois facteurs S, A et B. Elles peuvent d’autre part, étre regardées comme les n observations d’un
vecteur de rxc variables aléatoires. Ces deux points de vue conduisent a I’élaboration de deux
modeles, le modéle mixte univarié dans le premier cas, et le modéle multivarié dans le second.
Comme pour le plan SxO, nous allons étudier le modele mixte univarié dans lequel nous
considérons que les modalités du facteur sujet ont été obtenues par échantillonnage, le facteur sujet
est donc un facteur aléatoire. Les facteurs A et B sont des facteurs a effets fixes. Chaque donnée ys;
correspond alors & I’observation d’une variable aléatoire Ysjj et on pose le modéle mixte suivant :
Ysij = pij + 75 + (am)is + (Br)js + (aPm)sij + i

Pour chaque croisement des modalités s, i et j nous ne disposons que d’une seule observation,
I’interaction (a)si; Sera confondue avec le résidu et on pose : &sij=(afm)sij + sij

Onadonc: Ysij = Nt st (om)is + (BTC)J'S + Eij

Ou

Les i (i=1,2,...,r,j=1,2, ..., c) sont des constantes qui mesurent les effets fixes des modalités
(i,j) du croisement AxB

Les 7z (s =1, 2, ..., n) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid)
de loi MO ;62;) qui mesurent les effets aléatoires des modalites s du facteur S

Les (an)si(s=1,2,...,n,i=1,2,...,r)sontdes variables aléatoires indépendantes et
identiqguement distribuées (iid) de loi MO ;02,,) qui mesurent les effets aléatoires d’interactions
entre le facteur S et le facteur A

Licence de psychologie L3 Analyse de la variance El Methni M Page-1-




Les (Bn)sj(s=1,2,...,n,j=1,2, ..., c)sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (iid) de loi MO ;02s) qui mesurent les effets aléatoires d’interactions
entre le facteur S et le facteur B
Les résidus &g sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) de loi
MO ;67
De plus, on suppose que les résidus & sont indépendantes des 7, des (oun)si et des (Br)s; .
Nous pouvons réécrire I’effet fixe de la modalité (i,j) sous la forme suivante :
Hij = B+ ai + [ + (af)i

Ou:
Le parametre W s’interpréte comme un niveau général de réponse commun pour I’ensemble des
observations,
Le parametre o; = Wj- W S’interpréte comme I’effet de la modalité i du facteur A
Le parametre S = ;- W S’interprete comme I’effet de la modalité j du facteur B
Le parametre (af)ij = Mij - Hi- Mj + | S’interprete comme I’effet de la modalité (i,j) du croisement
AxB (I’effet d’interaction de A et B).
Le modéle mixte univarié peut finalement s’écrire :

Ysij = p+ ai + Bj + (af)ij + 7t + (an)is + (Br)js + 83']
Ou : les Ys;j sont des variables aléatoires de loi : % (u+a; + B, +(af); , 0. +0., +0}, +0°)

Une telle paramétrisation nécessite de rajouter les contraintes d’identifiabilité suivantes :

-Zr:ai =0 ZC“’B' =0 Zr:(aﬂ)ij =0 i(aﬂ)ij =0

V-1-3 Décomposition de la variation :
On commence par décomposer la variation totale en variation inter-sujets et variation intra-sujets :
SC:-I_Obs SClnter SUjetS + SCmtra SUJetS

SCnter-sujet = cm(VSOO —¥)? = N x Variance des moyennes des sujets
s=1

SCintra—sujet = Z (ysij - 7500)2

S, ]
La variation inter-sujets est due au facteur sujet et la variation intra-sujets est due aux effets du
croisement AxB et a I’effet des autres facteurs non controlés. L’effet du facteur AxB se fait a deux
niveaux : effet principal et effet d’interaction.

SCintra- sujets — SC(AXB)obs + SC(AXB)Sobs + SCRops

Avec : SC(AxB)ops= SC(A)obs + SC(B)obs + SC(AB)obs
et : SC(AxB)Sops = SC(AS)obs + SC(BS)ons + SC(ABS)ops
Ne disposant que d’une seule observation pour chaque croisement (i,j,s) on ne peut donc séparer
I”interaction SAB du résidu on a donc : SC(ABS)qps = SCR
Conclusion : Dans le cas du plan complet SxAxB, la variation totale se décompose de fagon
additive en :

| SCTobs SCSobs + SCAobg + SCBobs + SCABobS + SCASobS + SCBSobs + SCRobS

De méme on a la decomposition des degrés de liberté :
N-1=ncr-1 = (n-1) + n(rc-1) = (n-1) + n(rc-1) - (c-1)(r-1)(n-1) + (c-1)(r-1)(n-1)

| N-1=ncr-1 =(n-1)+(r-1)+(c-1)+(c-1)(r-1)+(r-1)(n-1)+(c-1)(n-1)

Les differentes sommes de carrées se calculent de fagon habituelles par :

SCT,, = D> > (¥ — ¥)? =Nxvariance de toutes les observations

s=1 j=1 i=1
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SCS,, = cm(Vso0 —y)? =Nxvariance des n moyennes des sujets
s=1

SCA,, = ”CZ(Vmo —¥)? =Nxvariance des r moyennes par modalités de A
i=1

SCB,, = an(V00 = y)? =Nxvariance des ¢ moyennes par modalités de B
j=1

SC(AxB),, = nZZ(VOi,— — ¥)® =Nxvariance des rxc moyennes par croisement de A et B
i=1 j=1

SC(AB)obs = SC(AX B)obs = SCAobS = SCBobs
SC(AXS)y, =€ (V4o — ¥)? =Nxvariance des rxn moyennes par croisement de A et S

s=1 i=1

SC(AS)obS = SC(AXS)obS = SCAobs = SCSobg
SC(BxS)s =1 Y. (Vy; — ¥)* =Nxvariance des nxc moyennes par croisement de B et S

s=1 j=1
SC(BS)obs = SC(BXS)obs - SCBobs - SCSobs
SCRobs = SCTobs - SCSobs - SCAobs - SCBobs - SC(AB)obs - SC(AS)obs - SC(BS)QbS

Dans le cadre du modele statistique ces sommes de carrés sont des réalisations de variables
aléatoires dont on calcule les espérances et plus généralement les distributions des probabilités.
On montre le théoréme fondamental suivant :

Théoréme : Sous les hypotheses du modele, les statistiques SCA, SCB, SCS, SCAB, SCAS, SCBS
et SCR sont indépendantes et d’espérances respectives :
E(SCS) = (n-1)o?* +rco?

E(SCA) = (r-1)(c*+co? ) + Z nca?
E(SCB) =(c-1)(c* +roy,) + anﬂf
E(SC(AB)) = (r-1)(c-1)c’ + ZZn(aﬂ)§

E(SC(AS)) = (n-1)(r -1)(c> + co2.)
E(SC(BS)) = (n—-1)(c—1)(c? + o2
E(SCR) = (r —1)(c - 1)(n -1)o?

On ramene toutes les sommes de carrés a des moyennes de carrés en divisant par les degres de
liberté correspondants.

MCA=A Mce=3B mcas)=—SCAS) _ \cap - _SCAB)
r-1 c-1 (r-D(n-1) (r=1(c-1
MC(BS) =ﬂ MCR = SCR
(c-D(n-1) (r=)(c-1)(n-12)

Ceci nous permet de reécrire le théoreme préceédent sous la forme suivante :

Théoreme : Sous les hypotheses du modeéle, les statistiques MCA, MCB, MCS, MCAB, MCAS,
MCBS et MCR sont indépendantes et d’espérances respectives :
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E(MCS)=c%+ re o’
(n-1)

E(MCA)=0c?+co?, +i12n0af
r-1=

2 2 1 2
E(MCB) =0’ +r05, +a;nrﬁj

E(MC(AB)) = o +ngn(aﬂ)ﬁ-
E(MC(AS)) =o’ +co?,

E(MC(BS))=0o* +r07,

E(SCR)=0"

Ceci nous permet de tester I’existence des différents effets des facteurs. On peut construire des tests
indépendants sur chacune des sources de variations :

Test1:
hypothese nulle Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a; =0 contre
I’hypothese alternative : Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) ai # 0
oy , \ . MCA . . . .
Théoreme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, =————— suit une loi de Fischerar - 1 et
MC(AS)

(n-1)(r-1) degrés de liberté.

Le testl est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :
Si Faobs = Ao alors on rejette I’hypothése nulle
ou A, est donne par I’équation : o = P(Fa > Ay).

Test 2 :
hypothése nulle Hog : pas d’effet principal du facteur B <(Vj) B;j = 0 contre
I”’hypothése alternative : Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B; # 0

A , X - MCB . . . 5
Théoreme : sous I’hypothése Hog, la statistique F; =m suit une loi de Fischer a c - 1 et

(n-1)(c-1) degrés de liberté.

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fgops > Ao alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fg > A,).

Test3:
hypothese nulle Hoag : pas d’effet d’interaction <>(Vi,j) (a);;= O contre
I’hypothese alternative : Hiag : il existe une interaction <(3i,j) (ap)ij= 0

Theoréme : sous I’hypothese Hoag, la statistique F,g =% suit une loi de Fischer a

(r-1)(c-1) et (n-1)(c-1)(r-1) degrés de liberté.
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Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :
Si Fagobs > A alors on rejette I’hypothéese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fag > Aq).

On présente I’étude dans le tableau d’analyse de la variance :

Source SCobs ddl M Cobs Fobs
Inter-sujets : S SCSqbs n-1
Intra-sujets :
A SCAobs r-1 MCAobs FA obs
AS SC(AS)obs (r-1(n-1) MC(AS)obs
B SCBobs c-1 MCBobs Fs obs
BS SC(BS)abs (c-1H(n-1) MC(BS)obs
AB SC(AB)obs (r-1(-1) MC(AB)obs FAg obs
R SCRobs (r-1(c-1)(n-1) MCRbs
Total SCTops N-1

V-1-5 Condition de validation :
Le fait de mesurer plusieurs fois la variable réponse sur le méme sujet introduit des corrélations
entre les observations faites sur ce méme sujet. Dans le cas du modéle mixte univarié on montre

0 sis#s'
o’ sis=s'etizi'etj=j'
COV(Ysij'Ys'i'j')= O_j+0'§,, sis=s'eti=i'etj=j'
ol+o0,, sis=s'etizi'etj=j’
0’5+0§”+0;” sis=s'eti=i'etj=j'
2
que : ) o2
Cor(Ysij’Ys'i'j')_ 2 2 > 7
c,t0,,t0,+0
2 2
o.+o,.
cor(Ysij,Ys.i.j): . - as .
0,+0,+0, +0
2 2
oi+o
— 4 pr
Cor(Ysij ’Ys'ij') -

ol+o.. +0, +0°

Dans le cas du modeéle multivarié on considére que les données sont les realisations de n vecteurs
aléatoires de dimension rc. Ys=(Ys1, Yso, ..., Ysrc) iNdépendants et de méme loi normale caractérisés
par : E(Ys)=Li Var(Ys)=c" cov(Ysc, Yse) = COVige

Le modéle mixte univarié est donc un cas particulier du modéle multivarié correspondant aux
hypothéses de circularité de la matrice de variance-covariance ¥ de la forme :
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Bl Bc Bl Bi Bc Bl Bc
B, |Fat Ot P gt O
Aq
A
O r+ O put O gt
A
O r+ O gyt O gt &
B; B; Bc
A]_ e Ar A]_ A| Ar A]_ Ar
A |Fat Ot F gt
O r+ O gyt O gt &
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V-1-6 Exemple :
Un expérimentateur veut étudier I’effet de la

consommation de lécithine sur les troubles de - Testl Test2
mémoire. 11 choisit 4 sujets auxquels il administre [ SUI€t] M1 | Mo | Me | My | M2 | Me
un traitement quotidien. Au bout d’un mois, de 1 110 11 | 9 | 3 6 3
deux mois et de six mois de traitements, il fait 2 18 | 20 | 17116 | 20 | 14
passer a chaque sujet deux tests. Le premier test 3 6 8 8 S 6 3
(test 1) est le méme chaque mois, le deuxiéme test 4 4 9 9 10 10 6
(test 2) est une forme paralléle chaque mois.
Pratique des calculs :
Test 1 Test 2
Sujet M, M, Me M, M, Ms
l 10 11 9 yno _10 3 6 3 7120 = 4 7100 = 7
2 |18 20 17 y_ =1833 |16 20 14 y, =16,66 |ly =175
3 8 7310 = 7’33 5 6 3 7320 = 4’66 7300 =6
4 9 7410 = 7’33 10 10 6 7420 = 8' 66 7400 =8
7011 = ’5 Vou =12 713 210’75 7021 = ’5 7022 :10’5 7023 = ’5
7010 210’75 7020 =8’5
7001 = 9
y =11,25
y  =8,625 y=8
Pratique des calculs : autre méthode
ANE | My | M, | Mg |TIOYENNES S 1 2 3 4
T, 950 | 12,00 | 10,75 | 10,75 T, 10,00 | 18,33 | 7,33 | 7,33
T, 8,50 | 10,50 | 6,50 8,50 T, 400 | 16,67 | 467 | 8,67
MOYeNNes| 9 oo | 11,25 | 8,625 | 9,625 MOYeNnes | 700 | 17,50 | 6,00 | 8,00
B3 1 2 3 4
M, 6,50 | 17,00 | 550 | 7,00
M, 8,50 | 20,00 | 7,00 | 9,50
M 6,00 | 1550 | 550 | 7,50
MOYennes | 700 | 17,50 | 6,00 | 8,00
Calcul des sommes des carrées :
SCT=645,625 SCS=508,125 SCA=30,375 SCB=32,25
SC(AxB)=74,875 SC(AB)=12,25 SC(AxS)=579,5652 SC(AS)=41,133
SC(BxS)=546,125 SC(BS)=5,75 SCR=15,742
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Tableau d’analyse de la variance :

Source SCobs ddl M Cobs Fobs
Inter S SCSqps=508,125 n-1=3
Intra S
A SCAws=30,375 r-1=1 MCA,s=30,375 Fa obs=2,215
AS  |SC(AS)s=41,133 |(r- 1)(n - 1)=3 MC(AS)ps=13,711
B SCBys=32,25 c-1=2 MCBgys=16,125 Fg ons=16,827
BS | SC(BS)os=5,75 (c-1)(n-1)=6 MC(BS)op=0,9583
AB  |SC(AB)ys=12,25 | (r- 1)(c - 1)=2 MC(AB)os=6,125 | Fag obs=2,334
R SCRops=15,742 (r-1)(c-1)(n-1)=6 | MCRup=2,624
Total SCT,,s=645,625 N - 1=23

Test de I’existence des différents effets :

Test 1 : Effet principal du facteur A
hypothese nulle
I’hypothese alternative :

Hoa : pas d’effet principal du facteur A <(Vi) a;
Hia : il existe un effet principal du facteur A <(3i) o = 0

0 contre

MCA

Théoréme : sous I’hypothése Hoa, la statistique F, =

(n-1)(r - 1)=3 degres de liberte.

MC(AS)

suit une loi de Fischerar —1=1 et

Le testl est alors défini au seuil de signification a=5% par la regle de décision suivante :

Si Faobs = Ao=10,1 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o =P(Fa > A,).

Or Faops =2,215 < A,=10,1 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet principal du facteur A

Test 2 : Effet principal du facteur B
hypothése nulle
I’hypothese alternative :

Hog : pas d’effet principal du facteur B <(V]) Bj = 0 contre
Hig : il existe un effet principal du facteur B <(3j) B; # 0

MCB

Theoréme : sous I’hypothése Hog, la statistique F; =

(n-1)(c-1)=6 degrés de liberté.

MC(BS)

suit une loi de Fischer a c — 1=2 et

Le test2 est alors défini au seuil de signification o par la régle de décision suivante :

Si Fgobs > A =5,14 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : a = P(Fg > A,).

Or Fgobs =16,827 > A,=5,14 on en conclue qu’il y a un effet principal du facteur B

Test 3 : Test de I’effet d’interaction des facteurs A et B
hypothese nulle
I’hypothese alternative :

Hoag : pas d’effet d’interaction <>(Vi,j) (a8);;= O contre
Hiag : il existe une interaction <>(3i,j) (ap)ij= 0
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Théoreme : sous I’hypothese Hoag, la statistique F,g :% suit une loi de Fischer a

(r-1)(c-1)=2 et (n-1)(c-1)(r-21)=6 degres de liberte.

Le test3 est alors défini au seuil de signification o par la regle de décision suivante :

Si Fag obs = A =5,14 alors on rejette I’hypothese nulle
ou A, est donné par I’équation : o = P(Fag > Aq).
Or Fagobs =2,334 < 1,=5,14 on en conclue qu’il n’y a pas d’effet d’interaction des facteurs A et B
Condition de validation du modéle :
Calculons la matrice de variances covariances empirique (et aussi la matrice des correlations) pour
examiner la condition de validité du modele mixte univarié. Les résultats sont présentés sous forme
de blocs homogénes (qui devraient I’étre).

Matrice de Variances Covariances

A Testl Test2
A B M, M, M M, M, Ms
M; | 28,750

Testl | M, |24,500]22,500
Ms |17,875(17,000]13,188

M, 18,750 | 15,875 | 25,250
Test2 | v, [24,250 20,125] 27,750] 32,750
Ms | 19,250 | 19,750 21,750 | 25,750 | 20,250
Matrice des corrélations.
A Test 1 Test 2
A B M, M, Ms M, M, Ms
M, 1

Testl| M, Jo0,9633| 1
Ms [0,91800,9869] 1

M, 0,7866 | 0,8700| 1
Test2| M, [0,7903 0,968410,9650] 1
M |0,7978 |0,9253 0,9619 [0,9999] 1

Le premier bloc (en haut et & gauche) est le bloc des variables issues des modalités de B alors
que A prend la modalité « testl ». Le deuxieme bloc (en bas et a droite) est le bloc des variables
issues des modalités de B alors que A prend la modalité « test2 ». Et le troisieme bloc (en bas et
a gauche) est le bloc des variables issues des modalités de B et aussi des modalités de A (testl
et test2) a la fois. Dans ce dernier bloc, on distingue les éléments de la diagonale, dont les
modalités de B sont les mémes des éléments hors diagonale.

Nous constatons qu'a l'intérieur des blocs nous avons, (plus ou moins) une homogéneité des
covariances (et aussi des corrélations). En ce qui concerne la condition d'homoscédasticité
(homogénéité des variances), nous ne constatons pas une différence importante sur la diagonale
principale de la matrice, donc nous pouvons penser que cette condition est également acquise.
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